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"Contretemps" :
les formes indéterminées
0 oo

o —oo, 0% -, —
400 — 00, % 0 %

Il faut savoir les identifier
puis les lever.

A A connaitre
Les limites de référence.
Notamment

lim g" = 4-co si g>1

n—+oo

lim g"=1sig=1

n—+oo

lim g"=0si -1<g<1

n—+oo

li " n'exist ig<-—1
m g% nexiste pas si g <

ANALYSE: les suites

Limites de suites

Théorémes d'existence
de la limite

e Une suite croissante et majorée par un
réel M converge vers un réel £ < M

e Une suite décroissante et minorée par un
réel m converge vers unréel { = m

A\ 5i la limite existe, elle est unique

Soit (1, ) une suite récurrente

g =a .
, nelN
{ Uyt1 = f(tin)
e Si la suite (1,) converge vers un
réel £, et si f est continue en ¢
alors £ est solution de I'équation

f(x)=x

s La suite est explicite : dans ce cas,
on passe  la limite directement

e Autres outils

1) Le théoreme des gendarmes pour
prouver la convergence.

2) Le théoréme de comparaison qui
permet de montrer que la suite di-
verge vers 400 ou —oo.
s Si une suite est croissante et non majo-
rée, elle diverge vers 400
¢ Si une suite est décroissante et non mi-
norée, elle diverge vers —eo
Détermination explicite
de lim uy,
n—+eo

Ces théorémes ne sont
pas effectifs
T ——

Feuille de route

En général, dans le cas des suites
récurrente d’ordre 1, on utilise
un théoreme d’existence de la
limite £.

On dispose alors d'une méthode
explicite pour déterminer la
valeur de £. On résout f(x) = x,
£ appartient alors a 'ensemble
solution de cette équation.

-—
Les théoremes ou méthodes
permettent de conclure.




ANALYSE: les suites

Limites d'une suite

o Convergence d'une suite: lim u, = signifie que
n— 0o

Tout intervalle ouvert contenant { (aussi petit soit-il ) contient tout les termes de
la suite (i) & partir d"un certain rang. On dit que la suite converge vers £,

———+ e nwmers |+

Il n’existe qu'un nombre fini de termes a 'extérieur de cet intervalle.

Soit la suite (u; ) définie par up et la re-

: Variables : N entier, u réel
lation pour tout naturel u,. 1 = f(un).

Entrées et initialisation
| ug—u , 0—=N
Traitement
tant que |u —{| = r

(1) est monotone et converge vers £.

Algorithme permettant de déterminer
le rang N a partir duquel les termes

de la suite (1, ) se trouvent a l'intérieur faire

d’'un intervalle ouvert centré en ¢ de flu) —=u

rayon r. N+1—=+N
fin

Sorties : Afficher N

e Divergence d'une suite: lim u, = +ov signifie que
H—++-0a

Tout intervalle | A ; 4oo[ contient tout les termes de la suite (u,) a partir d'un
certain rang. On dit que la suite diverge vers +oo.
Les termes de la suite (1, ) arrivent & dépasser A, aussi grand soit-il.

Soit la suite (uy ) définie par ug et la re-

: Variables : N entier, u réel
lation pour tout naturel u,.1 = f(un).

Entrées et initialisation

(1in) est croissante et diverge vers +ou. | to—xg o Hoa N
: Traitement
Algorithme permettant de déterminer tant que u < A faire
le rang N a partir duquel les termes de flu) —u
la suite (u,) sont supérieur a un réel A. N+1—=N
fin

Sorties : Afficher N

Remarque : une suite peut diverger sans avoir de limite.
La suite [(—2)"] diverge et n"admet pas de limite.

Etude d'une suite récurrente 1, .1 = flu,)

e Variation d'une suite d'une suite : 2 méthodes
1) On étudie le signe de la quantité : u, 1 — uy.
Si la quantité est = 0 (resp. < 0) la suite est croissante (resp. décroissante).

. Lo
2) Sitous les termes sont > 0, on compare la quantité %ﬂ al
n

Si la quantité est = 1 (resp. < 1), la suite est croissante (resp. décroissante).
o Représentation des premiers termes de la suite :

Méthode : On trace la courbe de la fonction associée % et la droite A d'équation
iy = x pour reporter les termes sur la droite des abscisses.

Exemple: Soitlasuite wp=0,1et up41 = 2un(l —uy).
A

B ety Wibieahsabialy il %‘f
My s —— — ——— 2y —
ur - - —— ST

7] [ £

Y

| e e R e

(8] iy 12 3

e Pour trouver la forme explicite de u,,, on passe par une suite auxiliaire, donnée
dans I"énoncé, qui est soit arithmétique soit géométrique.

Parmi ces suites, on a les suites arithmético-géométriques: 1,1 = auy +1b
Exemple:ug =1 et uy 1= %u" +2. Onpose v, =1, —4
Montrer que la suite (7 ) est géométrique
Tpiq = lpeq —4 = %u,z +2-4= %nn —2
= %{n,i —4) = %v,,

1
Yn e N, vy = 5Un, la suite (v, ) est géométrique de raison g =

=

3 et de pre-

mier terme vy =uy—4=-3

1 " 1 n
Unp = —3 (5) = Uy =g +4=-3 (5) +4




ANALYSE: les suites

Raisonnement PAF récurresce

Cimite d'une suite

1 Raisonnement par récurrence

1.1 Axiome de récurrence

Définition 1 Soit une propriété P définie sur IN. 5i:
¢ la propriété est initialisée a partir d"un certain rang ng

e la propriété est héréditaire a partir d'un certain rang ng (c’est a
dire que pour tout n = ng alors P(n) = P(n +1)

Alors: la propriété est vraie a partir du rang no

1.2 Exemple

Démontrer que, pour tout entier naturel, la suite (u,) est définie par :
wo=1et up1 =+/2+uy esttelleque 0<u, <2

Initialisation : onauy = 1 donc 0 < 1y < 2. P(0) est vraie.

Hérédité : On suppose que 0 < up < 2, montrons que 0 < up4q < 2.

La fonction f définie par f(x) = v/x + 2 est croissante car composée de deux
fonctions croissantes

O<un<2 & f(0)< flun)<f(2) © V2<un1<2 = 0< ity <2
La proposition P(n) est héréditaire.

Conclusion : par initialisation et hérédité, la proposition P(n) est vraie pour
tout n.

2 Limite d'une suite

Définition 2 On dit que la suite (1, ) a pour limite £ si, et seulement
si, tout intervalle ouvert contenant f contient tous les termes de la
suite a partir d"un certain rang.

On note alors: lim wu, = ¢ etl’on dit que la suite converge vers
n—+oa

On dit que la suite (1, ) a pour limite +oco (resp. —oco) si, et seulement
si, tout intervalle |A; +oo[ (resp. | — oo; B[) contient tous les termes de
la suite & partir d'un certain rang.

Onnote alors: lim up = +eo resp. lim uy = —oo
n—++4oa n—+—+00

On dit que la suite diverge vers +oo (resp. —oo)

Soit trois suites (1, ), (v ) et (wy, ). Si & partir d'un certain rang, ona:
Théoréme d’encadrement ou "des gendarmes"

Uy Sty S iy etsi m vy = lm wy, = £ alors lim uwyp = ¢
H— 400 H—00 H—+500

Théoréme de comparaison

e Uy 27y etsi lim vy =40 alors lim uy = +oo
H—++03 H—r+00

® Uy S iy etsi lim wy, = —co alors lm u, = —oo
n—tco H—¥00

Suites géométrique : soit g un réel. On a les limites suivantes:

g = ; B i
¢S g>1 alors “};',qu —=100

Bl A n_
e 5ig=1 alors J!hrfmq 1

eS5i —1<g<1 alors lim g4"=0
n—+oo

¢S5 g< -1 alors lim 4" n'existepas
H—r+o0
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Analyse: : continuité, dérivabilité, limites, représentations

Limites
im0 = b
Tout intervalle | M ; 40| contient toutes les valeurs de f(x)
pour X assez grand i.e. pour X E]A ; ool
s lim f(x)=1¢

asymptote horizontale y =1{
X—+too” ’

Tout intervalle ouvert contenant ¢, contient toutes les va-
leurs de f(x) pour x assez grand i.e. pour x €]A ; 4-eol.

o lim f(x) = 4eo

asymptote verticale x =a
X—+a =

tout intervalle | M ; 400/ contient toutes les valeurs de f(x)
pour ¥ assez proche de aiex €la —¢; a+el.

o limf(x)=¢

Tout intervalle ouvert contenant #, contient toutes les va-
leurs de f(x) pour x assez proche deqiex €la—e; a+e€l.

Opérations sur les limites

On peut calculer les limites par somme, produitet quotient
sauf dans les 4 cas suivants. Dans ces cas, on changera la
forme de la fonction ou on utilisera des limites de référence
(voir fonctions exp et In)

1) 4o —co : On essalera de mettre la fonction sous la
forme d'un produit.

2) 0xoo : On essaiera de mettre la fonction sous la
forme d'une somme.

3) g : On simplifiera la fonction dans le cas d'une fonc-

tion rationnelle ou on essaiera de passer par le nombre
dérivé =i la fonchon est dérivable.
oo
4) — : On metfra en facteur le terme prépondérant du
L9 ]

numérateur et du dénominateur.

Théoreme des gendarmes et de comparaison

f. g et It sont trois fonctions définies sur un inter-
valle ouvert I contenant a (réel, +o00 ou —o0)

¢ Théoreme des « Gendarmes »

Vxel, glx) < f(x) ::;h{x}}

lim g(x) = limh(x) = ¢ = lim f(x) = ¢
ol X

X—=a

e Théoreme de comparaison

vrel, f(x)>glx)
1img{x}=+mg } = Jlri_ff}f_f{_x}Z-é—m

I

lim f(x) = —o0
X—a-

Yxel, f(x) ‘s;h{x.]}

J}(jinﬂhl',x'} - oo

Continuité

Soit f définie sur un intervalle ouvert I contenant a. La fonc-
tion f est continue en a si et seulement si : E}}f{l} = f(a)

La fonction f est continue sur un intervalle I si, et seulement
si, f est continue en tout point de L

Graphiquement, la continuité d"une fonction f sur un infer-
valle [ se traduit par une courbe en un seul morceau.

/Ay feontinueena # [ dérivable ena

Limites,

Continuite,
Dérivabilite

Théoréme des valeurs intermédiaires
Soit une fonction f définie sur [ = [a, b].

¢ Si f continue et strictement monotone sur I = [a, b].
e etsik est compris entre f(a} et f(b),
e alors l’équal‘iun_ff_x} =k admet une unique solution dans

I=[a,b].
Pour I'équation f(x)=0, on montrera que f(a)f(h) < 0.

On peut généraliser ce théoréme a un intervalle cuvert born

Variation et extremum

Soit une fonction f dérivable sur un intervalle [
contenant a.
s Sivrel ffx)=0 =

f est strictement croissante sur I .

e Sivrel flix)<0 =
f est strictement décroissante sur [

e Si f'(a) =0etsi f' change de signe en a alors la
fonction f admet un extremum local en a.

Dérivabilité
Soit f définie sur un intervalle ouvert I contenant a.
f est dérivable en a si et seulement si le taux d'ac-

croissement de la fonction f en @ admet une limite
finie en 1 que I'on appelle nombre dérivé de fena

. fla+h)—f(a)
et

Théoréme : f dérivableena = f contineena

Tangente

Si f est dérivable en
#, la courbe ¥y admet
au point A une -tangente
de coefficient directeur
f'(a) d’équation :

(T) y=f'(a)(x —a) + f(a)




Analyse: : continuité, dérivabilité, limites, représentations

Limite d'une fonction composée et quelques exemples de limites

Soit deux fonctions f, g. Soient a, b et ¢ réels ou 400 ou —oo,

S5i lmf(x)=b et limg(x)=c alors lime[f(x)]=c
X—m x—h X—#d =

Exemples de limites
1) Seit f(x) =In(e* +2). Limitede fen +co

Ili-,m._ e'4+2=+c0) Ppar composition
lim Inx = +eo Jim f(x) = o0
X—tew ;
10x X 10
2) Smtf{x} = m= F )(m. Limite de fen 400
- e
Ikmm E'_I - U car I]—{I:Tnﬁ- ? - +m Pﬂr pmdUIt
10 lim f(x)=0
im ———— =10 car lim e " =0 k—rtes’
r—tee 1 f X X—+too

Compléments : cas de discontinuité et de non dérivabilité

e Le cas le plus fréquent de discontinuité L. S N ) S,
consiste 4 un « saut» de la fonction au- ,
tour d'une valeur comme c’est le cas par -
exemple de la fonction E, partie entiére }-—a—i]
d'un réel x, autour de chaque valeur en- i o
B — — >
tiere. 2 O R T T |
Sinsx<ndtl, neZ alors E(x)=mn

—_— 1
e Un cas de non dérivabilité se rencontre S

lorsqu’en un point la dérivée a droite est
différente de la dérivée a gauche. Sur la
courbe, on observe alors un point angu- - 1
leux. C'est le cas par exemple de la fonc-

Concavité et point d'inflexion
(Notion maintenant hors programme)

Lorsque f' gannule sans changer de e
signeen 4, f n’admet pas d’extremum
en i mais un point d’inflexion. C'estle
cas de la fonction cube en 0.

& pomyexe

i
i

e Une courbe ’é}' est convexe sur I,
lorsque que ses tangentes sont en
dessous de la courbe. La dérivée se-
conde f" est alors positive.

point 4 +

e

o Une courbe é:, est concave sur I, | ipdexion)

Iorsque que ses tangentes sont au

dessus de la courbe. La dérivée se- ! — 8

conde f" est alors négative. fige

¢ Un point d'inflexion d'une courbe e
=: 5 s ¥y cohcave

%y, est le point de la courbe ot il y ' Le

changement de concavité. La déri-
vée seconde f " est alors nulle.

tion valeur absolue en 0. Le nombre dérive jg '1 '1 0 1 2 '3’

a droite vaut 1 eta gauche —1.

/A La fonction valeur absolue est continue et non dérivable en 0

Culture

La notion de dérivabilité a mis plus de deux
siecles avant d’étre bien résolue. Gottfried Wilhelm
Le probleme de la dérivée s'est posé a LEIBNIZ
I'époque de Newton dans le calcul de la et

vitesse instantanée. Newton et Leibniz cal-
culaient alors la vitesse instantanée comme
une petfite variation du déplacement dx
d'un point M sur un axe Ox sur un petite
variation de temps df.

ox(E) = E[‘t) notation différentielle

Les calculs sur des petites quantités, consi-
dérées parfois comme trés petites mais non
nulles, parfois comme nulles, a donné le cal-
cul infinitésimal. Ce calcul a été abandonné
par manque de rigueur au profit du calcul
sur les limites.




Analyse: intégration

Définition
Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b].
Soit €} sa courbe représentative.

On appelle intégrale de f sur
[a;b] la mesure de l'aire en
u.a. du domaine situé sous la
courbe .

b
On 1a fiote : [ Flx)dx
ia

Fonction paire et fonction impaire

* Si f est une fonction paire alors Va € Dy :

a [
f Flx) dx = zf Fla)dr =2 /ﬂ Flx)dx
- 0 A
s Si f est une fonction impaire alors Ya £ Df :

_/:_f[x)dxz{]

Valeur moyenne

Soit f une fonction continue sur [a; b]. On appelle
valeur moyenne }i de f sur [7; ] :

) S
= ﬁf flx)dx
= a

La formule de la movenne est attribuée a Pierre-
Gosselin Bonnet(1819-1592)

\J

Relations aire et intégrale

e Seit f < 0 une fonction conti- o T
nue sur un intervalle [a; b]. =

-W'=—_£bf{1"}dl' &

o

s Soient deux fonctions f = ¢
continues sur [a; b].

b
7= [(F-p)x)dr

T

Intégration
.f]
I'— filx)dx
i

f continue sur [a; b

7 l

Inégalité de la moyenne

Si, pour tout x € [a;b], il existe deux réels m et M
telsque: m < flx) < M

b
Alors: m(b—a) :;f flx)dx < M(b—a)
a

# Théoreme d’existence:
Toute fonction f continues sur un intervalle I admet des primi-
tives sur L
X
¢ [a fonction F : x — Fix) = / fit) di désigne 'unique
primitive de f qui s'annule en a. '
F(a)=0et ¥Yxecl, F(x)= f(x)

» Lien entre primitive et intégrale :

= ff(x) dx — [F(x)]z — F(b) — F(a)

Propriétés algébrique
Soit f une fonction continue sur un intervalle [

e Linéarité de l'intégrale ¥a, f € R

] b b
[n (af+pg)(x)dx = a‘/ﬂ f[_:r;dx+,8_/; g(x)dx
e Vacl /“_f{.r}dx —0

o Va,bel j:f(x)dxz —[:f(x)dx

# Relation de Chasles

C b c
Ya,bcecl f_f{x}cl;r:f f(x:}dr_‘_fb Flx)dx
a [

Intégrale et inégalité
Soit f et g 2 fonctions continues sur [a; b].
s Positivité

b
Si f > 0 sur [asb] : f Flx)dx =0
ia
» Intégration d"une inégalité
b b
Si f > g sur [a;b] : f Flx)drx = [ glx)dx
T o0

/b On ne peut rien déduire du signe de f a partir
du signe de son intégrale, de méme on ne peut pas
comparer deux fonctions f et ¢ a partir de la com-
paraison de leurs intégrales.




Analyse: intégration

Quelques méthodes pour trouver une primitive

1) Le tableau des primil'ives usuelles.

2) Adapter un coefficient de fagon a obtenir une forme que donne une primi-
tive connue.

B 1 1 . 3

T (3x+52 37 (3x45)2

3) La décomposition en éléments simples d'une fonction rationnelle dans le
but de se ramener a 1)

4x+5_2 3
2r4+1 +?_x+]

1

w'(x) =
& 3(3x +5)

1
37 w3 (x)

Elx)y=

fix)

!
flx)= = Flx)=2r+;In|2x+1]

4) 0l arrive parfois que I'on accéde a deux intégrales I et | grace a un systéme
linéaire astucieux.

Compléments : quelques calculs astucieux d'intégrales

4

£ In i | £ 1
L= il [ — xInxdx = [ u' (u(x)dx = [—lng_r] =
J1 X X N E 2 1
et g e I, | < ! (x) 1€
9 L= d:{——d:[ dr = [In(1 =
) /: xIlnx & o xxlnx = e (x) ¥ [“{ nx}_!f

3) Utlisation des formules trigonométrique de duplication.

b3
=

L= [T sin2x dx = /TZSiI’IICOSIdI = [TZH(IJu’u]dxz [sinZI]L;
0 Jo Jo

3 T cos2x+1 T [1 1 1 1.]=
L= z_dxzf—d:f— 2%+ =| dix = | = sin2x 4 =3
4 j;] COS™ X £ 5 X A 2n:-::-s x—|—2 X 4s,1r|| zrn

Forme implicite

¢ En terminale, on doit parfois se résigner a prédire I'existence de primitives
sans parvenir a les exhiber.

Par exemple, on ne sait pas déterminer l’u.niql.le primil'ive de «In» qui s'an-
nule en x = ¢ de maniére explicite mais on dispose d'une description ex-

X
plicite : f Inxdx.
[

e On peut montrer qu'il n'est pas possible d'exprimer une primitive de la
fonction de Gauss ¥ 5 e a l'aide de fonction usuelles. 1l faut donc
parfois se résigner a manipuler des expressions abstraites.

On retrouve en probabilité cette intégrale dans la fonction de répartition de
la loi normale centrée réduite avec la fonction @

@ [I 1 %24
= e T dt
—ne '\;2?’(

On peut montrer que f e dy = VT

—0

Intégration par parties
{méthode de calcul désormais hors programme)

e Cette méthode utilise la dérivée du produit: {uz-']'fx] = u’fx]t*{.x )+ u{x}z!’{x;

Soit u et v deux fonctions dérivables, de dérivée continues, sur [ﬂ,‘ .!J].
{On dit que u et v sont de classe €7 sur [a; b])

b ] b
[ u(x)o'(x)dx = [ut_'x}v(x)} = [ u'(x)o(x) dx
Ja a S
En effet :
b b b b
[u{x}v{x_]] =/ u'(:r_}tf(xj+u{1’_}z1'qx}dx=f u’{th}{x_}dx+f w(x)o'(x)dx <
Ja a i

a

i -1 b
[ u(x)o'(x) dx = [u(x}t-'(x)! —[ u'(x)o(x)dx
Ja 4a ]
- u(x) =1Inx w'(x) = e
e Calculer: T = [1 xlnxdx, on pose alors 1.I
7 Tixy = ol — i
v(ix)=x o(x) 5
e 1 e el 1, 15t %a 159
I—j;x]nxdx—[zlenxll—fl Z.rd.x—ze —U—[éx 13 4{"'+4
1. I
— gt 1

Il 4
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Probabilités et statistiques

Définition Deux evenements A et B d'un univers 0 sont
€1 : l"univers, ensemble des 11 issues d"une expérience aléatoire. dits 1 endants ssi :
A : événement, sous-ensemble de ['univers () p{ANB) =p(A) x p(B)

A évé t contraire, ¢ lé taire de A dans 0
événement contraire, complémentaire de ans Avstter fopmmulations avee plA) 2 06E (B) 20

La loi de probabilité sur I'ensemble (), est la fonction p a valeur ; .
dans [0 ; 1] définie par les conditions suivantes : pa(B) =p(B) ou pp(A)=p(A)

. P(ﬂ} =1 équence : 5i A et B sont mdependants alors
s 5i A et B incompatibles alors p(AUB) = p(A) + p(B) A et B AetBle sont également. (ROC)

Variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire discréte définie sur un uni-
vers (Y avec:

K{ﬂ} = [II,XQ, P .-\'}[}
Loi de probabilité de X : onpose p; = p(X = x;)

X=% |4 | |... | | Ep
4 Pr|Pa|--|Pn

A

Y |
Propriétés

Soit €1, €2, ..., &y les n événements élémentaires de 02

o pler) +plea) +---+plen) =1

Les probabilités

¢ p(2)=0 discretes

e Pour tout événements A et B, on a les relations :

p(A) =1—p(A) et p(AUB)=p(A)+p(B)—p(ANB)

}

b

Paramétres d'une variable aléatoire
o Espérance: E(X)=}1 xjp;
e Variance: V(X) =YL pia? — E3(X)
o Ecart-type: ¢(X) =V (X)

Cas particulier : 5i E(X ) représente un gain moyen, le jeu
est équitable si E(X) =0, favorable au joueur si E(X)=0
et défavorable au joueursi E(X) <0

Probabilité conditionnelle

Soit A, un événement de probabilité non nulle.

Cas d’équiprobabilité Onpose: pu(B)= }”A_ ;']BI
5i tous les événements élémentaires ont la méme probabilité de P
se réaliser,ona: Omn Lt « probabih'té que B soit réalisé sachant que
) A estréalisé ». On parle de probabilité condition-
(. Card{A) nbre de cas favorables nelle
' (_ard{ﬂj oibeide cas phosbled A Bien interpréter les énoncés et 4 ne pas
confondre p(A N B) et py (B} ...

Détecteur de condition : « parmi », « sachant
que », « On a B. Quelle est la probabilité de A »,
«5i B, probabilité de A »

Partition de (2

boit Aq, Ay, ..., A, une partition de (), alors les événe-
ments A; sont deux a deux incompatibles et :

AUA U UAy =0
Probabilité totale : pour tout événement B on a

p(B) = p(A1NB)+p(Az N B)+---+ p(Ay 11 B)

Cas fréquent en terminale : partition A et A

p(B) = p(ANB) +p(ANB) ” AEEL'B
= pA)paB)+ pEpa(B) T =g
Ix(B) B

Pe(B) B
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La loi binomiale - Incontournable

¢ On reconnait un schéma de Bernoulli lorsque 1"on répéte de maniére identique et
indépendante une expérience de Bernoulli, c’est a dire une expérience aléatoire a

2 issues : le succes de probabilité p et l'échec de probabilité g =1 — p.

& 5il'on note X la variable aléatoire associée au nombre de succés sur n expériences
de Bernoulli, X suit une loi binomiale Z(n, p), n et p sont appelés paramétres de

la loi.

Notations compactes possibles: X —s #&(n, p) ou X ~ 2(n, p).

On retient : probabilité d’obtenir exactement k succes sur n expériences :

pX=k)= (!I!_) X P‘" = ILJ]”_’;'
k

Danscecas: E(X)=mnp, V(X)=npgs et o(X)=.,ApF

Quelques variantes fréquentes au Bac...: on suppose que X ~ #(n,p)
¢ Aumoins1succes: p(X21)=1-p(X =0)

¢ Aupluslsucees: p(X <1)=p(X =0)+p(X=1)

¢ Entre 30 et 45succeés: p(30< X <45) = p(X < 45) — p(X < 29)

Point culture

’ n i o . - —_—
o S5i 0<k<n, (k) est appelé « coefficient binomial ». Il peut s'écrire :

(u) B n!
k/  Kl(n—k)

oun n!l=nn-1)n—-2)...2x1 «onlitfactorielle 11 »
AM=1 et (n+i)l=(n+1)n
» Triangle de Pascal (1623-1662)

~NF o1 2 3 4 5 6
o E

Tl s

2 |1 2 1

3 |1 3 3 1

: |1 + s
5 |1 5 [B8ll 0 s
€ |1 6 15 20 1B & 1

H oy n+1
¢ Formule de Pascal : (ﬁ.) s (-'-.' __]) = (k+1)

Comme par ailleurs

On obtient la formule: p{B) #0

Culture - Formule de Bayes

Cette formule est aussi appelée « théoréme de la probabilité des causes», car elle permet de renverser un conditionnement. On I'obtient en
remarquant que la probabilité d"une intersection A 1 B peut s'écrire soit en conditionnant A par B, soit en conditionnant B par A :

P(ANB) = pr(A) x p(B) = pa(B) x p(A)

p(B) = p(BNA) +p(BNA) = pa(B) x p(A) + px(B) x p(A)

Pg(A) = palB)p(A)

= pa(B)p(A) + p(B)p(A)
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Cois A& dewnsité. Lol wormale

1 Lois a densité

1.1

1.2

Généralités

Définition 1 On appelle densité de probabilité d'une variable aléa-
toire continue X, la fonction f continue et positive sur un intervalle
I([a; b], [a; +co] ou R) telle que :

o P(XEI) = [ F(Hdi=1
J(0
» Pour tout intervalle | = [a, 8],

B
ona: P(XE]}:[_,*[UCU

e La fonction F définie par :
F(x) = P(X < x) estappelée
la fonction de répartition de la
variable X

F(x)= [ f(t)dt

.
e

ol x

e L'espérance mathématique d'une variable aléatoire continue X, de
densité f surl, est:

E(X) = fmr_fwd:

Loi uniforme

Définition 2 X suit une loi uniforme sur [ = [a, b], alors :

- 1
flt) = 5—

Pour tout intervalle | = [a, B] inclus 1 r
dansLona: b—a i |
[ |
_ [ 1 5 PXe] 1
P(XE]J:'S « _ longueurde] | :
b—a longueurdel ! i
8] a iy ]]’

La probabilité est proportionnelle a la
longueur de 'intervalle.

1.3 Loiexponentielle

ft) =Ae !

On a les relations suivantes
= La fonction de répartition: F(x) =1 — gAY
e P(X<a)=1—e?" et P(X2a) =€

o Pla<X <b)=F(b)—F(a) =e 17— At

Définition 3 X suit une loi exponentielle de parametre réel A alors :

Théoreme 1 La loi exponentielle est une loi sans mémoire

Vi>0eth>0 ona P (X=t+h)=PXz=h)

Théoréme 2 X suit une loi exponentielle de paramétre A alors :

s l'espérance: E(X)= % 1t
o Lademivie: ty, = 1!;2

2 1,444,

t
.E(X}:L:]z

8]
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2 Laloi normale

2:1

La loi normale centrée réduite

Définition 4 On appelle densité de probabilité de Laplace-Gauss, la
fonction ¢ définie sur R par:

X suit une loi normale centrée réduite, .47(0, 1), si sa densité de pro-
babilité est égale a la fonction ¢.

"
Sa fonction de répartition @ vaut: ®(x) = [ @(t) dt
o — 00

L'espérance de X vaut 0 et son écart-type 1 d'oit .47(0, 1)

Théoréeme 3 X suit laloi .47(0,1) alors pour tous réelsaet b > a on

A

Dib) — ®(a)

e Pla<X <b) = ®(b) — &(a) i 1- ®(b)
)

Théoreme 4 X est une variable aléatoire qui suit un loi normale cen-
trée réduite. Soit a £]0;1], il existe un unique réel strictement posi-

tif 1, tel que:
Pl-uz <X <cup)=1—n

11 est bon de retenir les valeurs de i 05 et 1g g :
e P(—196 <X <196)=0,9
o P(—258 <X <258)=0,9

2.2 Laloi normale générale

Définition 5 Changement de variable

X suit une loi normale de paramétres .4 (i, o?), alars:

Z = s ;  suit une loi normale A°(0,1)

Onaalors: E(X)=p et V(X) =¢?

On obtient les intervalles caractéristiques :
A

-

2.3 Approximation normale d'une loi binomiale

Théoréme 5 Théoréme de Moivre-Laplace

X suit la loi binomiale #(n, p) et Z tel que :

_ X—-EX) X-—np

o(X)  Vap(l—p)
Pour tous nombres aet b tels quea < b, ona:

Z

2]

(=]

boq
Bm P(angb)zf e~ dt
o 3

n—++400 \/ﬁ

Conditions de I'approximation d"une loi binomiale #(n, p) par une loi normale
A (np,np(1—p))

n>=30, np=25 et n(l—p)=5
/i, Faire la correction de continuité : P(7 < X < 15) = Pn(6,5 < X < 15.5)
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axe de symétrie
(e, fp})

=p(X<b)— p(X<a)

aT ;,.:!:.-,_ S pX<a) —p(X=2b)
ﬂm sauf

surfaces
égales

x=p—a X=j J.'=g+rr B
plp—asXsputa)=pXLpta)—pX<u—a)
=1-2p(X < jt—a)

=l - 2p(X=p+a)

Propriétés de la
loi normale
N (u,0?)

F |
I
I
i
lsf
)5 I‘ . 3
{5,
L -
e} ¥=H x=a X
pX<a)=p(X <a)
=05 + p(p<s X<a)
=1—plX =a)
=1—p(X >a)

pXza) =05—-pp<X<a)
= p(X > a)

0,5
x=a X x;
pXLa)=p(X <a)
=0,5—pla<X<p)
=0,5—p(X =a)

piXza)=plasX<p) + 05
=1-p(X <a)
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Table de la loi normale centrée réduite

,’f P(-1.96 < T = 1,96)= 0,95
P(-2,38 « T < 2,58)=0,99
() \
- = ! —
Rappel : Exemple :

P(T<1.24)=0,8925

PI>0=1-AT<n=1-0@ P(T>1.24)=1-080925=01075

FT<-f=PT=0=1-00 PT<=-12H)=FT>1249=01073
x 001 002 08 00s 007 008 009
0.0 05040 | 0.5080 035160 | 05189 05279 [ 0.5310 | 0333
01 05438 0.5478 0.5557 05506 05675 05714 05753
02 0.5832 | 0.5871 0.5048 | 0.5087 0.6064 | 0.6103 | 0.6141
03 0.6217  0.6255 0.6331 06443 06480 06517
04 0.6591 | 0.6628 | 0.6700 0.6803 | 0.6844 | 06870
0.5 0.6950  0.6085 07054 07157 0.7100
0.6 0.7291 | 0.7324 0.7389 0.7486 | 0.7517 |
07 07611  0.7642 0.7704 07794 07823
0.8 0.7910 | 0.7938 | 0.7985 | 0.8078 | 0.8106 |
0.8 08186  0.8212 0.8264 0.8340 08365
IO 03338 [ 0.8481 0.8508 08577 | 08500 |
11 0.8665  0.8686 0.8729 0.8790  0.8810
12 0.8860 | 0.8888 0.8925 0.8930 | 0.8997 |
13 09040 0.9066 0.0099 00147 09162
L4 09207 | 09222 09251 0.9202 | 09306 |
15 09345 0.9357 0.9382 08418 08420
L6 0.9463 | 0.9474 0.9485 0.9525 | 09535 |
17 09564  0.9573 0.0501 08616 09625
18 09649 | 0.9656 0.9671 0.8693 | 09699 |
1 08719 0.9726 0.9738 08756  0.9761
3] 09778 | 0.0783 09753 0.5808 | 09812 |
21 09826  0.9830 0.0838 0.£850 09854
22 09864 | 0.9868 0.0875 0.£834 | 09887 |
23 09896  0.9898 0.9904 08911 09913
24 0.9920 | 09922 0.9927 0.9932 | 09934 |
25 09920 0.9041 0.0845 08040 09951
2.6 09955 | 0.9956 0.9959 0.9962 | 09963 |
2.7 09966  0.9967 0.9959 08972 09973
28 0.9975 | 0.9076 09077 08079 | 0.9980 |
20 09982 0.9082 0.0084 08035 09986
30 09937 | 0.9957 0.0088 0.5935 | 09990 |
3l 09991 0.9991 0.9992 08992 09993
32 0.9993 | 0.9904 0.9984 0.9995 | 09995 |
33 09995 0.0005 0.0006 08095 09906
34 0.9997 | 0.9997 0.9987 0.9997 | 0.8997 | 0.9997 |
35 09993 0.9908 0.0008 02008 | 0.8093 09998
36 09998 | 0.0000 0.0009 00000 | 08009 | 09900 |
37 09990 0.9000 0.0000 02000 | 0.0009 09900
38 0.9999 | 0.9999 0.9990 09999 | 0.6999 | 0.9999 |
30 10000 1.0000 1.0000 10000 | 10000  1.0000
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