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Algebre: les suites

Suite arithmétique
1) Une suite arithmétique (1, ) est définie par :
¢ Un premier terme : 1y ou 1,
e Yne N, u, 1 =1uy+r avecr raison de (1, ).
(ou & partir de p si (1) commence a up)
2) Une suite est arithmétique de raison r ssi la diffé-

rence de deux termes consécutifs est constante et
vautr :

YnelN, uyer —tin=r
3) L'expression de uy en fonction de 1y ou up est:

Up=up+nr ou up=up+(n—p)r

Pour montrer qu‘une suite n'est pas arithmétique

Contre-exemple avec 3 termes consécutifs.
On montre par exemple que :

Uy — 1y 7= U1 — Uy

Somme des termes d’'une suite arithmétique
¢ Somme des n premiers entiers naturels :

nin+1)

2
e Généralement pour la somme des premiers termes :
Uy + Uy

2
" ip 4 Un
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(n—p+1) correspond aux nbre de termes de up a u,

14+243---+n=

Hgp+uy+ia+---Fup=(n+1)x

p+ HFH-‘[ +:sit g = (”—FJ"‘IJ

Exemple:5=84+13+184 ... 42013
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Suite géomeétrique
1) Une suite géométrique (oy ) est définie par:
¢ Un premier terme : 7y ou vy
e YneN, v, 1 =7, xq avecqraison de (v,).

(ou a partir de p si (v,) commence & Up)

2) Une suite est géométrique de raison q#0, de termes
non nuls, ssi le quotient de deux termes consécutifs
est constant et vaut g :

Wn € N, E:q

Un

3) L'expression de o en fonction de vy ou vp est :

Up=TpXq" ou Uy=0pxXq" "

Suites

Une suite numérique est une fonction
définie de N (ou partie de N) dans R :
() : N —R

H— iy
s 1, désigne le terme général de la suite.
e (U, ) désigne la suite dans sa globalité.
o La représentation d'une suite est un
nuage de points.
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Somme des termes d’une suite géométrique q = 1

¢ Somme des (1 + 1) premi¢res puissance de g :

1 —f]"+]
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e Généralement pour la somme des premiers termes :

_qrz—l
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(n—p+1) correspond aux nbre de termes de vy a vy
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Pour montrer qu'une suite nest pas géométrique

Contre-exemple avec 3 termes consécutifs non nuls.
On montre par exemple, pour 7 et 1 non nuls, que :

U
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Variation d’une suite géométrique
e 5i g =1, lasuite (§") est croissante.
o 5i 0< g <1, lasuite (§7) est décroissante.

Pour une suite géométrique quelconque, on prendra en
compte le premier terme v,

e 5i vy =0, (vs)et(g") ont méme variation.
e 5i vy <0, (vn)et(g") ont des variations contraires

/A Siog=10ug=0,lasuite (7") est constante.
51 g < 0, lasuite (7"7) n'est pas monotone.

Comportement de la suite g"

On a les limites suivantes selon les valeurs de 4 :

e sig>1, liT q"' = +eo
n—1Ttae
< esig=1, liT =1
H—r 0%

. : <
ssi —T<g<], rzETcnq =0

e si g< —1, lim q" n'existe pas

n—100




Algebre: : les suites

Finites At auita Etude d’une suite récurrente 1, .1 = fli,)

e Convergence d'unesuite: lim u, =¢ signifie que e Variation d'une suite d"une suite : 2 méthodes
i e 1) On étudie le signe de la quantité : 1, 1 — uy.

Tout‘mtgrvalle -.Jm:ert’conteriar.lt ! (aussi putlrt soit-il }cu:'mh@nt tout les termes de Si la quantité est > 0 (resp. < 0) la suite est croissante (resp. décroissante).
la suite (1, ) & partir d"un certain rang. On dit que la suite converge vers ¥.

i
2) Si tous les termes sont > 0, on compare la quantité %ﬂ al
n
] ! [ Si la quantité est > 1 (resp. < 1), la suite est croissante (resp. décroissante).

[l n’existe qu'un nombre fini de termes a l'extérieur de cet intervalle. * Kepriesutation des promiaes Satemes dn o siie

Méthode : On trace la courbe de la fonction associée %5 et la droite A d’équation

15'-11: la Suit@t{ n,;t ) dffm.iie par 1o etflfa re- Veriadog s I ntioe wriel iy = X pour reporter les termes sur la droite des abscisses.
ation pour tout naturel u,.1 = (1, ). : : : ;
pour tou u n+1 = flin) Entrées et initialisation Exemple: Soitlasuite uwg=20,1et wyi1 = 2uy(1 —uy).
(1n ) est monotone et converge vers £. | uy—u , 0= N A
Algorithme permettant de déterminer Traitement _ .
le rang N & partir duquel les termes tant que | —f] =7 he L1 =3 =
de la suite (1y) se trouvent a l'intérieur faire : ___________ I !
d'un intervalle ouvert centré en ¢ de flu) = u == | Pd I
rayonr. N+1—=N -3 I £ : |
: | |
ﬁ_l'l il - | | | I
Sorties : Afficher N ! : : :
| | | | |
i r e = = i l 1 L l I.H-] >
¢ Divergence d'une suite : . ETm Up = +oo  signifie que o uy 2 Ny e

Tout intervalle |A ; +oo| contient tout les termes de la suite (u,) a partir d'un
certain rang. On dit que la suite diverge vers +co.
Les termes de la suite (1, ) arrivent & dépasser A, aussi grand soit-il.

¢ Pour trouver la forme explicite de u,,, on passe par une suite auxiliaire, donnée
dans I"énoncé, qui est soit arithmétique soit géométrique.
Parmi ces suites, on a les suites arithmético-géométriques: 1,1 = auy +b

Soit la suite (uy ) définie par uy et la re- Vari ;

ariables ; N entier, 1 réel 1
lation pour tout naturel w1 = f(un). Fatias atinibialisatiog Exemple:uy =1 et uy 1 = E:.:,, +2. Onpose v, = u, — 4
(ko) it Groimaiicti ot thieria vars oo | wg—u , 03N Montrer que la suite (7, ) est géométrique

- AoK s Uns1 =W —4= 1:{ +2—4= 1u —2
Algorithme permettant de déterminer tant que u < A faire n+l = Hnil = pn = gl
le rang N a partir duquel les termes de flu) —u 1 1
TR 2 Z . = —(H” —4;] —
la suite (1, ) sont supérieur a un réel A, N+1—=N 2 9
fin 1 ; 1
Sortios = Afbicksr N Yin €N, vy = EU"' la suite (7, ) est géométrique de raison q = 3 et de pre-
mier terme vy =1y —4=—3

Remarque : une suite peut diverger sans avoir de limite.

1 H 1 H
La suite [(—2)"] diverge et n’admet pas de limite. Un = —3 (5) = Up=0n+4=-3 (E) +4




Algebre: polynéme second degré

Equation bicarrée

Une équation bicarrée est une équation de la forme :
ax* + x> +c=0

On pose alors X = 12 avec X =0

L'équation devient: aX*>+bX +c=0

On résout en X.

On ne retient que les solutions positives.

Onrevientax: ¥ = +vX

!

Racines du trindme

On pose A = b* — 4ac appelé discriminant.

e A >0, le trindme a deux racines distinctes.

 BedE _b—vA
= Y2 2

b

¢ A =0, le trindbme a une racine double x5 = =

e A < {, le trindme n"a pas de racines

l G

Systéeme somme produit

si (x, i) est solution alors ( I, x) 'est aussi.
x et i sont solutions de I'équation

X2—-8X+P=0

Soit le systd THy=>5
e Sy xy="P ax’> +bx+c=a(x —x1)(x —x3)
Le systeme est symétrique donc S=x1+x = —% ot P =x1x2 = %

Forme canonique du trindme
Méthode : Pour déterminer la forme canonique :

¢ On metaen facteur.
¢ On considére les deux premiers termes comme le dé-
but d'un carré parfait.

e On ajoute puis on retranche le carré introduit.
* On réduit ensuite I'expression.

L'expression générale, que I'on ne retient pas, vaut :

ofxr ) - Bt
= g

4a

Le second degré

On appelle trindme du second
degré la quantité :

ax* +bx+c aveca #0

Factorisation. Somme et produit des racines

s A>0: 17 et xz lesdeux racines.

e A—=0: xp laracine double :

ax? 4+ bx +c = a(x —xp)*

Signe du trinéme

A > 0. Le signe du trindme est du signe de :

X — 00 X7 X1

ax> b +¢ a

A = 0. Le trinbme est nul si x = x et du signe de 7 sinon.

A < 0. Le trindme est toujours du signe de a

Fonction trinome

Toute fonction trindme f peut se mettre sous la forme ca-
nonique suivante :

Flx) = alx —a) + B

Selon le signe de 4, on a les variations suivantes :

a>=0 a0
X —i00 i —+ 00 X — 0 i} —+0a
: +00 oo -
,E —00 —00
Y
Représentations
A=>0 A=20 A<D
. 5
a=>10 . PI-
S [
5
a<10 s




Algebre: : polynédme second degré

Equation paramétrique

Parameétre : Quantité fixé, souvent noté m, par opposition 4 une inconnue, noté x,
utilisée pour désigner les coefficients devant I'inconnue.

Soit I'équation paramétrique (Em) : (m — x> —2mx+m+3=0
Déterminer, suivant les valeurs de m, le nombre de solutions de 'équation (E).
e nm =1 L'équation (E1) est du premier degré: —2x+4=0.
(E7) admet une solution simple x =2
e m # 1 L'équation (Ep) est du second degré.
A =4m? —4(m—1)(m+3) =4(—2m +3)
Le signe de A est du signe de  (—2m + 3).

s On remplit un tableau de signes en indiquant le nombre de solutions.

T — o 1 3 +ea
2
A =5 - d .
No?ebm 2 sol. 1*rdeg. | 2sol xgsol. | pasde
solutions x1 et x; 1 sol. xyetxs double | solution

Inéquation rationnelle se ramenant au second degré

22+ 5x 43

Soit I'inéquation : =0
it I'inéquation s e
Racinede 2 +x—2=0
x1 = 1 racine évidente P = —2 donc xz = e

X
L'ensemble de définition est Dy = =251}

Racinede 2x?+5x+4+3=0

: 3
x{ = —1 racine évidente P = E donc x; = ﬂ —
2 X1 2

On remplit un tableau de signes :

3
X —oo —2 = =1 1 +00
2
2x* +5x +3 + + 0 - 0 + 5
24x—2 + 0 - = — 0 +
5x +3
s + - 0 + 0 - -
x24x—2

3 "
S=]—w0;-2[U |:—§ ;—]:| U1 ;4eq]

Equation se ramenant au second degré
1 2 -, 5
e Dp—R—2 -5
x+2 2x—5 4 f { 2}
x € Dy onmultiplie par 4(x + 2)(2x —5)
4(2x —5) —8(x+2) =9(x +2)(2x —5)
8x — 20 — 8x — 16 = 18x* — 45x + 36x + 90
— 182+ 9 +54=0 & 22-x—-6=0
A=1+48=49=7" deux sol. distinctes

17 =7 3
I]Z%ZEEDJ{ ou IZZ—Z—EEDJ{

1
3
5={—E;2}

Equation bicarrée et systéme somme-produit

Soit 'équation: x* —5x—36=0 Onpose X =2x? avec X = 0.
[/équation devient: X*—5X —36=0 ona: A =25+ 144 = 169 = 13°

5+13 5—13
Deux sol. X1 = -: =0 ou X;= 5 = —4 <0
On ne retient que X7 = 0, deux solubions pourx: x1 =3 ou x2 = —3

. x+y =18
Soit le systéme ’
xy =65
xetysontsolutionsde X*—18X+65=0. Ona A=64=8"

o 15;8 _ 14 ou M= 182_5 _ 5 done §— {{18:5); (5.18))




Analyse: dérivation

Nombre dérivée
Soit une fonction [ définie sur un intervalle ouvert L.
Soita = L
La fonction f admet un nombre dérivé en a, noté f'(a), si
la limite du taux d’accroissement existe et est finie ;

f'(a) =lim flath)—f(a) ou f'(a)=lm flx)—fla)

fi—0 h T—=a X —a

/M On retiendra plutdt la premiére formulation.

Les physiciens utilisent la notation différentielle j—f (

JC&:I

Fonction dérivee
Soit une fonction f définie sur un intervalle L.

Si la fonction f admet un nombre dérivé en chacun des
peints de I, on dit que la fonction [ estdérivable sur L.

On définit alors sur 1, la fonction dériviée, notée _f’, la fonc-
tHon qui a X associe son nombre dérivé.

/s La plupart des fonctions élémentaires sont dérivable
sur leur ensemble de définition a part la fonction racine qui
est uniquement dérivable sur [0 ; 40|

Interprétations géométrique et numérique

Equaﬁon de la tangente T,
en a4 a la courbe ’é} d'une
fonction f dérivableen a:

y= f'(a)(x —a) + f(a)
Lorsque x est proche de g, le

point M’ de "éjr est proche du
point M de T,.

On peut alors faire I'approximation affine suivante :

f(x) = f(a)+ (x —a)f'(a)

Variation d"une fonction dérivable

Soit une fonction dérivable sur un intervalle L.
e Si f'=0 surl, alors f est constante.
e Si f' =0 surl, alors [ est croissante.

e Si ' < 0 surl, alors f est décroissante.

A

La fonction dérivée

La fonction dérivée est intimement
liée a la notion de limite et de
tangente.

Dérivées des fonctions elémentaires

Soit 1 un entier naturel non nul.

Fonction | Dérivée | Condition

X' e -1 reR

n
xn A 1

1
2yx

xeR*

.T'E]U';+m[

¥

Regles de dérivation

Somme : (u+v]' =u' 47
Prd par un scalaire : (Au)' = Au
Produit : (ww) =v'v+ud!
!
1 u'
Inverse 2 (=) = 5
I u?
: uyv'  w'o—uv
Quotient : —) =0
) v
Puissance : (WY = nu'u"!
u'
Racine S ==
2/u

Extremum d'une fonction dérivable

Soit une fonction f sur un intervalle ouvert I conte-
nant .

e Si ¢ estunextremumde f surlalors f'(c) =0

e Sif' ¢annule en cen changeant de signe alors
¢ est un extremum de f sur L

/A Les extremum de la fonction sont a chercher
parmi les « zéro» de la dérivée mais la condition de
changement de signe est essentielle pour avoir un
extremum (c.e. fonction cube en 0).

Dérivée et cinematique

En physique, la notion de dérivée est liée au calcul de la
vitesse instantanée et de I"accélération.

5i x(f) correspond a la position d'un point M se dépla-
cant sur 'axe des abscisses, on a alors :

e la vitesse instantanée : o{t) = x'(f)

o l'accélération: a(t) =v'(t) =x"(#)

x" correspond i la dérivée seconde de x soit la dériviée
de la dérivée de x




Analyse: dérivation

Calculs de dérivées
Quelques conseils lorsqu’on caleule une dérivée
e Comme il est plus facile de dériver une somme qu'un quotient, on ne cherchera
pas a réduire au méme dénominateur avant de dériver.
s Comme le signe de la dérivée donne les variation de la fonction, on cherchera a
factoriser la dérivée lorsque cela est possible.
* On peut étre amener a utiliser plusieurs régles pour dériver une fonction.

Déterminer la dérivée des fonctions suivantes sur leur ensemble de dérivation.
e fi{x) = x* +3x3 — 532 — 3x 4+ 10 on utilise la linéarité de la dérivée

fi(x) =4x* +9x% — 10x — 3

o falx)=x+2+

on ne réduit pas au méme dénominateur!

PRI S (x—1)*—4 (x—1-2)(x—1+2) (x—3)(x+1)
PO=A "0 T o1 x—12 B ES
o fa(x) = e = 7 on dérive comme un quotient et I'on factorise !
) — 2 +1)—2x(2x) 2-222  A1-1x)(1+%)
hlx)= (x2+1)2 T(x2+12 7 (2412
o fi(x) = (¥*+x+1)® on dérive comme une puissance.

filx) =32x + 1) (> +x + 1)

—_
s fs(x) = V/I—:i

gy A+ —(1—2)1) 1 A1+x -1 1+x
fslx) = (1+x)2 V1= @+x2ZVi-x

X : s
> 0 soitpour x €] —1; 1
= 2

on dérive en utilisant les régles du quotient et de la racine.

La fonction f5 est dérivable si

Etude et représentation d’une fonction

Pour étudier les variations d'une fonction, on calcule la dérivée, on résout f'(x) =0
puis on détermine le signe de la dérivée.

e Soit la fonction f définie sur R par: f(x) = —x" +3x> +2
a) Déterminer les variations de la fonction f.
b) Déterminer I'équation de la tangente Tq au point x = 1.
¢} Tracer la courbe (éjr, la tangente Ty ainsi que les tangentes horizontales,

dans un repére d'unité 1 cm sur les abscisses et 2 cm sur les ordonnées.

a) f'(x) = —3x? 4 6x =3x(—x+2).
_f' s'annule en 0 et en 2 et son signe est celui du trindme.
On dresse le tableau de variation

x —00 0 2 60
f(x) - ) + ) -

+00 6
f(x) W
2

—i00

b) Oncalcule: f(1) =4 et f'(1)=3.
T :y=3(x—1)+4 & y=3x+1

¢} On obtient la courbe suivante ;

On peut montrer que la courbe ¢
admet un point de symétrie en L

Il faut montrer que :
fl—x)+fQA+x)=2f(1)

On peut montrer également que
I'équation f(x) = 0 n"admet qu‘une
solution comprise entre 3 et 4.




Analyse: variation et courbe représentative de fonction

Généralités
Ensemble de définition Dy : ensemble des valeurs de x
pour lesquelles la fonction f est définie.
Lorsque Dy est symétrique par rapport a l'origine :
Fonction paire: Vx € Dy, f(—x) = f(x).

La courbe ¢ est alors symétrique par rapport a 1'axe
des ordonnées.

Fonction impaire: Vx € Dy, f(—x)=—f(x).
La courbe "J_’,r est alors symétrique par rapport a O.

Relations entre deux fonctions
Soit les fonctions f et ¢ définies sur 1.
On définit alors les relations suivantes :
e f=g & Vxel f(x)=g(x)
e f>0 & ¥xel, f(x)>0

e f>g & Vxel f(x)>glx)

!

e

Fonction affine et fonction racine
Une fonction affine est définiesur Rpar: f(x) =ax+b
o 7 est le coefficient directeur.
Son signe donne les variations de la fonction affine.
s best'ordonnée a l'origine : f(0) = b.
s %7 est une droite passant par le point (0, b)

La f racine carrée est définiesur R, par: x+— /x
La fonction racine carrée est croissante sur [+

el

Variations
Soit [ un intervalle {ouvert ou fermé, borné ou non}) conte-
nant 4 et b. Soit une fonction f définie sur I :
o fearoissantesurl < [a<b = f(a) < f(b)]
e [a<h = f(a) > f(b)]

e fmonotonesurl < f croissante ou décroissante sur [

e [ décroissante surl

Une fonction croissante conserve l’inégalité.
Une fonction décroissante inverse U'inégalité.

Fonctions de référence

Variations des
fonctions associées

f:R—R
x—ry=f(x)

f estune relation qui 4 un réel x
associe un unique réel y tel que :

y=flx)

Fonction carrée et fonction du second degré

La fonction carrée est définie sur R par: f(x) = Tt

o f est décroissante sur R et croissante sur R, .
. ‘éjr est une parabole d"axe (Oy) de sommet O.

Une fonction du second degré est définie sur IR par:
flx)=alx—a)*>+p
e Le signe de 7 donne les variations de la fonction -
[ ‘6} est une parabole d’axe x = & et de sommet 5(a, ).

i it

v

Variations des fonctions associées

Somme : k € R* et i, v deux fonction définies sur L.

s It et 1 + Kk ont mémes variations.

e Siu et v croissantes sur I alors i + v croissante sur [

e 5iuetpdécroissantes sur I alors u + v décroissante sur L.
Produit par un réel : A € R et une fonction définie sur L.

e 51 A > 0 alors i et A ont mémes variations.

e 5iA < 0 alors u et Au ont des variations contraines.
Soit ut = 0 sur I alors u et /i ont mémes variations sur L.
Inverse : soit 4 une fonction de signe constant sur 1.

: 1 il ;
Les fonction u et — ont des variations contraires sur [
i

Fonction valeur absolue

La fonction valeur absolue est définie sur R par:
flx)

flx)==x six<0

= six =0

flx) = |x| {

Propriétés : Soita € R et pour tous x et y néel

e Distance: |x —a| estla distance de x au réel a.

e Parité: |x|=|—xl.
o Inégalité triangulaire : |x +y| < |x| + |y|.
. Equatiun: lx|=|y| & x=youx=—y

Inéquation : |x| > |y & x* >~
Racine carrée : vx2 = lx].

Fonction inverse et fonction homographique

La fonction inverse est définie sur R* par: f(x]

e fest décroissante sur R” et sur R
e %y est une hyperbole équilatere de centre O dont les
asymptotes sont les axes de coordonnées.

Une fonction homographique est définie sur R—{a } par

ph a "
Pk E= i

e Le signe de 4 donne les variations de la fonction 1

e % est une hyperbole équilatére de centre ()(w, )

dont les asymptotes sont les droites x = ety = 8.




Analyse: variation et courbe représentative de fonction

Fonctions du second degre

Représentation des fonctions: f(x) = a(x —a)? + B

)

Fonctions homographiques

- a
Représentation des fonctions :  f(x) = + B

A H |I:

|
i
i py T \ I
| ‘B % A
| @ = fh] Yy
] - =Sl e e S e fet
4 i ' = = E B
By 1 o VT 22 o| «if =
iS5 i I
a0 I a>0 !Il a=<0
Représentations graphique Résolutions graphiques
Stl)it les I@prés'ventaf:ium‘: 6y et."é‘] de la fonction f défi- f(x) =0: On cherche les abscisses des points d’inter-
nie sur R et de la fonction affine g. section entre la courbe € et 'axe des abscisses.
A 51={-1,8;1,8; 3}
fl(x) 2 10: On cherche les abscisses des points de €5
qui sont sur ou au-dessus de la droite iy = 10.
—>

aomme de deux fonchons

Variation sur I =]0 ; +c9[ de la fonction [ définie par :
flx)=-5x+3+ } = u({x) +v(x)
e 1(x)=—5x+3:la fonction i est décroissante sur L

: la fonction v est décroissante sur L

1
e (x) = 5

Par somme la fonction f est décroissante sur 1.

Sa=[-1,6;1|U[3,6;+e]

f(x) € —4x +10: On trace la droite y = —4x + 10.
Elle passe par les points (0; 10) et (2,5; 0).
Elle correspond a &,.
On cherche les abscisses des pts de la courbe %y

qui sont sur ou en-dessous de la courbe %,

Fonctions valeur absolue et racine carrée

Représentation des f*: f(x) = |x| et g(x) = /x.

Résolutions équations et inéquations

o x—2|=|2x+1 & x—2=2x+1 ou x—2=—2x-1

o 51— {311

s x—2|>5 & bhsx—2<b & BT
& S =[-3;7
o x43|>2 & x+3>2 0ux+3<-2
& 83 =] —e0,—B[U] —1;+4ea]
s Bx+1| = |2x+4] & (Bx+1)? = (2x +4)*
e (Bx+1P—(2x+42 30
& (x—=3)(5x+5) 20
& Syp=]—e0;—1|U[B;+4ee]

Produit d'une fonction par un scalaire
Variation sur I = [0 ; +ou[ de la fonction f définie par :
flx) = —4/x = —4u(x)

e u(x) = +/x: lafonction i est croissante sur L.

Par produit par —4 la fonction f est décroissante sur I.

R

= e e Bt
iCine el inverse 4 une ronciion

Variation surl =] —eo ; '}] de la fonction f définie par :

flx) =+v1—2x = u(x)

1
sl —-2x 20 & xs;z = xel

e 1(x) =1—2x: la fonction i est décroissante sur L.

Comme les fonctions u et /i ont méme variation, la
fonction f est décroissante sur L




Analyse: fonctions trigonométriques

Dérivabilité
B— (=31

X — cos(X)

sin : R—[—1; 1] cos
X +— sin(x)

sin et cos sont dérivables donc continues sur [R.

o cos’ ¥ = —sginx

= f
® 51N X = T CO5X

Formules élémentaires
—1<

s sin et cos sont bornées {
lge

e ¥x R, sin®x 4+ cos?x =1
e De sinus a cosinus :

. s T L
Sin (——I) =cosx et cos (E_x) =sinx

Dérivées de la COMposee

Soit 1/ une fonction dérivable sur 1

=i -|

sinoll @ X: — sin[l
cosolf : X+ — cr_}.k;[:. ]
sin o I et cos o 1/ sont dérivables sur [ et
e ¥x €1, (sinou)(x)=4u'(x)cosu(x)]
o Wx €1, (cosou)(x)=—u'(x)sinfu(x)]

=) = flx)=2c0s (2v+)

: f(x)=sin (L

T

Les fonctions

Valeurs remarquables

- 0 T T T T =
6 s I3 2 '
, 1 | V2 | V3
sSmXx 0 E T T 1 0
V3 | V2 | 1
- O .4 e 0| -1
cOs X 3 3 3

Intervalle d'étude

sin et cos sont 2 —P{_TlUdlqllL et I\':’SP@C!]\. ement 1

Périodicité et parité

1) sin et cos sont 2m-périodique :
e Yx =R, sin(x +27) =sinx
s YxeR, cos(x +27T) =cosx

2) = La fonction sin est impaire :
Yx e R, sin{—x) = —sinx
ur centre de syméirie.

r‘.éﬂz«-in admet I"origine O p

e La fonction cos est paire :
Vx € R, cos(—x) = cosx

Beos admet]’axe des ordonnées pour axe de symé-

A

sinus et cosinus

etr ,on peut restreindme leur intervalle d” él‘ude a 1 in-
terva]]e [0; @)
On compleéte ensuite sur [—7T ; 0] par symétrie.
X 0 7 T x 0 5 7T
sin’ x . G cos' x —
mnx 4 1 Sa S X L, 0
Sl COsJ
0 0 o

Y

Limites utiles - ROC

Limites qui reviennent aux nombres dérivés en 0 :

o lim I0F _ gy, SMX SN0 _ 0 r(0) = cos(0) = 1
x—+) X x—+ x—0
x—0 X x—0 x—0
Application : lim w = lm2 = sin(2x) _9
x—0 x x—0 2x

Courbes représentatives

s [es courbes de sin et cos sont des sinusoides.
¢ On déduit la sinusoide de cos par une translation de

vecteur ¥ = —Z7 de la sinusoide de sin.

| 0 |

| 1 . Période2m .

1
m r_!' : " SH:K
/ = =

[E'r +: 5 fr 2w \

| |

i =k




Analyse: fonctions trigonométriques

Symeétries et compléments Applications des formules
y T 5+1 T
9T, e T S ¢ Relations fondamentales : Sachant que cos = = \/_7_'_, calculer sin —
cos{; +J.J = —sinix) T—J):stnu] 5 4 5
sin (% + x]] —  cos{x) %— - :c) — cos{x) cin? g —1— cos? g 1 54 ?_V"’gﬂ-l _ 10 — 2'\.@ Cuai'_}[l
B 5 16 16
cos{m—x) = — cos{x) . IT IU—Z\;%
sin — =
sin{m —x) = sin(x) 2 4
& Formules d’addition :
cos{7+x) = —cos{x) cos{—x) = cos(x) _Im T 7 om_om w1 2 3 2
sin(s +x) = —sin(x) sin{—x} = —sin(x} Lukﬁ e (§ E) :LU?ELU:‘I_bmibmz - 2 2 2 - 2 : Z
_ V26
4
.?T.(:TH’),?‘EH’ ...t V3 NWE 1 2
Sin— =sin|{=—— | =8N—c08— —cO8—8iN— = — X — — = X —
Exemple d'application 12 3 4 3 4 3 1 2 2 27 2
93 B8 23
Sf_'-it4*’1=o-::!&;-E—|—|:‘t:||5i—1T—!—-::::a_-'-'—‘?T cos—ﬁ. Monfrer que A =0 6 —Z
7 14 Z 14 =
Ao P o Tk o T g gl I s Formules de linéarisati
= c0s — + c08 — + C0S — + 05 —— car — = —— s Formules de linéarisation :
7 IR =5y 14 Tl = =
e - B A e T 5 o V2
= cos o +cos (5 +7) +eos (m+) +eos 7 o MFesg ld— 943 wsEs0 o V2+42
T . T T T T c0s § = 2 = 5 = 4 = OS5 E = f
:cm——am——cﬂa—-i-cﬂs(———) =
7 z 7 2 7
.M om 1—we® 1 V2
= —8In — + Sin — =T _‘-”:‘I 5 2—\5 cos Z=0 T 2—/2
7 7 SN T — = — O, ;{- S — =
= 8 2 2 4 8 2




Analyse: fonction exponentielle

Définition et probléme universel

La fonction exp est définie sur R comme
F'unique fonction f solution de I'équation dif-
férentielle d'ordre 1: ' = f satisfaisantala
condition f(0)=1.

Remargue : On montre que cette fonction ne

peut s'annuler, donc est positive sur R puis
qu’elle est unique.

Carte d'identité de la fonction «exp »

Comportement asymptotique

e lim &' = oo
X340

e lim ¢*=0

I—+—m

t asyvmptote hornzontale a '

exp’(x)

exp(x)

exp : R — R} =]0; +oof
x —+ exp{x) = e* ((notation d'Euler)

Avantage : La notation d'Euler rend les pro-
priétés algébriques « naturelles » donc faciles
a manipuler et 8 mémoriser

La fonction
exponentielie
de base ¢
ote=22718 410> pres

v

Tﬂ 5

exp est une fonction dérivable sur R.
Elle est done continue sur R.

vx € R, exp'(x) =expix).

Conséquence : comme , VYR, ¢* >0, la
fonction exp est strictement croissante sur R

Propriétés algébriques

o‘v'x,yE]R, &t gV = gt
sVxeR ncf [B"'}"=E‘”x

€ e

*VryeR ey

— i

1
Cas particulier: Vx € R, =g
e

v _ —_ 1 s
e YxelR et =rp2¥

Limites de référence a connaitre et a reconnaitre !

Croissance comparée
EI
e lim — =+
a4+ X

e lim xef =0

I—+—og
Variation en 0

® li_mex_1=
x—H] X

1

/Ay sans ces théorémes, on aurait des formes indéterminées




Analyse: fonction exponentielle

Résolution d’équations et d’inéquations

f=et = a=b

On dit que la fonction exp néalise une bijection de R dans |0 ; +-00]
5. >0, =0 & X=Ina
51 <0, ¢ =a nadmetpas de solution

Changements de variables : les plus fréquents étant X = ¢ ou X =¢ *
Le but est de se ramener a un probléme simple (second degré, ...)

e = azb

Car la fonction exp est croissante sur R.

Composée avec l'exponentielle

expou @ X s u(x) 5 explu(x)] = 4*)

e explu(x)] existe s
e exp o i est dérivable partout ou la fonction i est dérivable.
Vx € Dy, (expou)(x)=exp'fu(x)] xu'(x)

e Onnote: (%) = u'e¥,
Exemple: Vx € R*, si f(x) = er alors i) = —l_, et

exp, : R—]0;+o00]

x y g = ¥ Ina

2) Fonction cosinus hyperbolique
ch : R —]0;+e0]

; —X

x—rchxy = L e

3) Fonction sinus hyperbolique
sh : R —]0;+00]
l_.."i' S,

— i
x — shxy = =

de fonctions.

Culture : quelques fonctions « avatars » de exp

1) Fonction exponentielle de base @ > 0

Il s’agit d'un cas particulier de fonction composée avec u :

Vous disposez en terminale 5 de tous les outils pour vous faire une idée précise de ces fonctions ou famille

¥y—ulx)=xha




Géométrie: produit scalaire, vectoriel

1™ definition : définition normative

Le produit scalaire de deux vecteurs il et @ est le nombre
réel, noté i - T et lu « i scalaire T» tel que :

1
a-7= (|1@+3(P - [1a* - ||5]])

Remarque : Cette définition mesure le défaut d'orthogo-
nalité entre les vecteurs i et 7.

Soit ABCD un parallélo- D C
gTﬂmIl‘lE.
e
AB +AD = AC i
A 1 B
e et 1 e W —3r —
AB -AD = (||AB +AD |[? - ||AB |? — ||AD |1?)
L2 2 2y 11
= 5(AC* —AB*—AD’) = —

L 4

Propriétés algébriques du produit scalaire

e Commutativité: Vi, T

e car cos(ii,7) = cos(T, ii)

-7

I
1

e Bilinfarité : Vi, ¥, 0 etVa, be R

U(f+@)=id-7+i-@ et (ai):(bd)=abxi-J

Dans un repére orthonormé (O, 7, 7) , le produit sca-

F
; o o :
laire de deux vecteurs i (”) et ( r) estégala:

¥
¥

2 X .1'! = '
. q = : . ¥ =xx Yy

=l

3¢ définition : définition projective
Le produit scalaire de deux vecteurs ii et U est défini par :

i3 = ||a]] x ||| x cos(i, )

_:" _> e
AB -AC >0 & BAC <Or

— — e
AB -AC <0 & BAC=90

Le produit scalaire

dans le plan

Détecteur d'angle droit
Pour tous vecteurs i et ¥ non nuls :
ld
ii et U sont portés par des droites

=11

i-t=0 <

perpendiculaires

l

Théoréme de la projection

"

I

/:
O =

— e nx b
AB -AC =ABx AH A H B

Soit H la projeté orthogo-
nal de C sur la droite (AB),

on a alors :

Relation d"Al-Kashi
Généralisation du théoréme de Pythagore.

a, b et ¢ sont les lon- A
gueurs des chtés oppo- ¢

sés respectivement a A, b
BetC.Ona: B

il =

)

> = b + 2 - 2bccos A

Par permutation circulaire :

o P =c%+4%>—2cacosB

Cuelques applications de la projection

o & =%+ b —2abcosC




Géométrie: produit scalaire, vectoriel

Théoréme de la médiane
(a savoir démontrer!)

Scit I le milieu du segment [BC], A
alors pour tout point A du plan :

AB2+ ACT =2A2 + %Bf:2
B
Démonstration [ &
4 i s
AB* + AC? {Al +113 + (AL +1C)
— — —
=AR +2x Al -IB + IB?2 + AI? +2><AI IC LI
- —% —% —%
=2A+2x Al (IB +1C )+ IB2 +1C2
—_—— S——
e o AU BC
IB +IC =0 B—ic=——
2
BC‘l

AB? + ACE = 2AI12 + 5

Cercle et produit scalaire
Me% AMB est rectangle en M
de diamétre [AB] WA SRR =0

On appelle € (€2, r) le cercle de centre (1 et de rayon r.
x OM?* = r?
M ( ) e w0, r) & . o o
y (x—x) "+ (y—yn) =r
Meéthode : savoir réduire une forme développée d'un cercle pour trouver ses éléments

caractéristiques (centre et rayon). Soit le cercle % d'équation :

7 3 21 2 21
Jr‘+_l,"—x+6!.’+?=u = (X'—x}+[y2+6y}+T=U =

n: i 21
T 32—94+ =0 X 3)2=4
(1 2) L R =9+ 1 & (1 2) +(y+3)

1
% est un cercle de centre () (E; —3) etderayon r =2

Il se mesure en joules.

Une dépanneuse remorque une voiture en panne
sur une chte de 207, La tension du cable est constante
et les deux véhicules ont une accélération constante.
En supposant que le cable fait un angle de 307avec
le plan de la route et que la tension est de 1600 N,
quel est le travail effectué par la dépanneuse sur la
voiture si celle-ci la remorque sur une distance de
500 m sur cette route en pente.

A pplication du produit scalaire a la physique : travail d’une force

Le travail d'une force est une des Drlgme*_-, du prﬂdmt scalaire en mathémathue Le travail W « work » de cette force F mesure la parﬁmpahﬂn
—_
d’une force dans le déplacement d'un mobile. Il est défini comme le produit scalaire du vecteur force F par le vecteur déplacement P

L'angle de la route n’a pas d'importance ici. On a alors:

— — 3
W =Fr - £ = Fr x ¢ x cos30° = 1600 x 500 x i — 400 000v/3 ] = 692,82 K]

=
W=F -{

2




Géomeétrie: géomeétrie repérée

Equation réduite d'une droite

Soit une droite (D), non verticale. Elle admet une
unique équation réduite de la forme :

y=mx+p

o m £ R, désigne le coefficient directeur (ou pente).
Il renseigne sur l'inclinaison de la droite.

o p e Rest appelé « ordonnée a 1'origine »

I
m >0

s 51 m =0, ladroite (D) est horizontale

Représentation graphique
Exemple : Tracer dans le repére (O, 7, J) , la droite
d’'équation y= —2x+5 (1)
Méthode : On construit un tableau de valeurs :
On choisit 2 ou 3

X 0 2 valeurs de x.

3] =

i 5 | On calcule les «y »

y) | 05) | (13 | @) | On obtient les

points de (D)

M On choisit judicieusement les valeurs de « x » de
fagon a avoir un tracé précis ie. des points suffisam-
ment éloignés.

Vecteur directeur et équation réduite

5i une droite (D) est donnée par son équation ré-
duite, elle admet pour vecteur directeur #(1; m)ou

tout vecteur colinéaire a if

Droites particulieres

s Les droites verticales : aeR
L'équation x = 0 représente 'axe des ordonnées.

r=ud,

Pas de coefficient directeur. La pente est « infinie ».

Les droites verticales sont dirigées par le vecteur
710 ; 1) ou tout autre vecteur colinéaire a

® les droites horizontales: y=p, peR
L'équation ¥ = 0 représente I'axe des abscisses.

Le coefficient directeur est nul.

Les droites horizontale sont dirigées par le vecteur
T(1; 0} ou tout autre vecteur colinéaire a 1.

P

Les droites du plan

On se place dans un repére
orthogonal (O, 7, 7)

il y

Equation cartésienne d'une droite

Soit (D) une droite. Elle admet une équation carté-
sienne ie. une description de la forme :

ax+by+c=0, ou (ab)#(0;0)

Ay Cette équation n'est pas unique.

& Sig =0, la droite (D) est horizontale,
La droate (D) admet :
¢ pour vecteur directeur u(—b; a) ou tout vec-
teur colinéaire 3 il ;
e pour vecteur normal ji(a ; b) ou tout vecteur

colindéaire 4. Onaalors -7 =0

Calcul de m et lecture graphique

¢ Calcul algébrique : soit A(xa;ya) et B(xg; yp) deux
points de la droite (D) tels que x5 # ypona:

Yp—ya _ Ay

mi—
XE — X4 Ax

et p=y\—mxp

My 5ila droite est tracée, il faut s’assurer que le signe
de m est cohérent avec l'allure de la droite...

¢ Lecture graphique

{0;p)

—1

2

ich =

o
=

A\ Privilégier les noeuds du quadrillage pour lire m.

Soient (D):y=mx+p et (D):y=m'x+p'

o« Si m=m" alors, (D)/ (D)

s Si m#m alors, (D)et(D)sécantes

/A Simm' = —1 alors, (D) _L (D) (cf produit scalaire)

: {{D}
Soient

e 5i b =0, la droite (D) est verticale. =

Droites paralléles et droites sécantes
tax+by+c=0
(D) :a'x+by+c' =0
s (DYDY & 1 (_f;) ot u' (_ﬁ:) colinéaires
= det(ii,7) =0 & —ba' —a(b)=0
« 5i (D) et (D) sont sécantes en |, les coordonnées de 1
ax +by+c=0

sont solutions du systéme ¢ - :
i adx+by+cd=0




Géomeétrie: géomeétrie repérée

Méthode pour déterminer une équation cartésienne
Soient les point A(1; 2) et B(3; —4).
Déterminer une équation cartésienne de la droite (AB).
—
M(x; y) € (AB) & AM et AB colinéaires

¥—1 3-1
y—2 —-4-3

= —bhlx—1)—2(y—2)=0 & —bx+6—-2y+4=0

T AR i
= det(AM,AB )=0 & | =0

& —6xr—2y+10=0 "B 3x+y—5=0

Quelgques contextes et questions classiques

Une droite est définie par 2 points distincts ou par un point et une vecteur direc-
teur (non nul).
Vecteur et coefficient directeur

—5
(D): 3x + 5y + 2 = 0 alors un vecteur directeur est i ( 3).

2
-
Lorsqu'il s’agit de démontrer que trois droites sont concourantes, on détermine

le point d'intersection I des deux premiéres droites et I'on vérifie que | appartient
a la troisiéme !

a pour coefficient directeur m = —

| w2

3
L'éguation réduite (D): y = _EI i

Remarque : Bien entendu, s'il s'agit de droites remarquables du triangle : mé-
dianes, hauteurs, médiatrices ou bissectrices, d'aprés leurs propriétés, on peut
affirmer qu’elle sont concourantes sans avoir a le démontrer.

Un contexte fréquent est celui d'une famille « infinie » de droites
Exemple :Soitm € R, onpose dm : (2m+3)x—(m—-1jy—10=10
Le principe : A chaque valeur du paramétre m, on associe une droite :
Si m=1 alors dy : 5x — 10 = 0 droite verticale.

Si m=2 alors dy : 7x —y —10=0 etc.

Dans ces exercices, il s'agit d’étudier les propriétés de cette famille.




Géomeétrie: géomeétrie repérée

Les points

a4 a . - a _:.‘ _>
s A, B, C sont trois points alignés ssi les vecteurs AB et AC sont
colinéaires ¢’est a dire ssi

z— = ki — Zc—za = kizg —z
Z-h knm & 2 —2zZA = k(zg —2zA)

AC

e A, B, Csont trois points alignés ssi:

= 2o —Z
(AB,AC ) =04k, keZ = AR
g —Za

C’est au XIX* siecle, grace a Carl Frie-
drich Gauss (1777-1855), que 1'aspect géo-
métrique des nombres complexes gagne
ses lettres de noblesse,

Les droites

e 5i (D) n'est pas une droite verticale, elle admet une équation
réduite de la forme : y = mx + p.

¢ Toute droite (D) admet comme équation cartésienne :
ax+by+c=0
¢ Droites particuliéres :
1) L'axe des abscisses a pour équation: y =10
x=10
3) 5i M est un point de la médiatrice de [AB]
& AM=BM & |zM—zA|= |zM—zB|

2) L'axe des ordonnées a pour équation :

Les figures

géométriques

i

Triangle rectangle

— —
o ABC rectangleen A & AB* L AC’ =BC® & AB -AC =0

—t —F T
o ABC rectangleen A & EAB,AC}=E+£’?T, ke?Z

& —Z 4 b g
= _C—ﬂ‘ € iR (imaginaire pur)
IR — ZA
s 5ion joint un point M aux extrémités d'un diameétre [AB] alors

ABM est rectangle en M.

Triangle isocéle
¢ ABCisocdleenA & AB=AC &
lzs —zal = |zc — 2|
o ABC isocéle rectangleen A
—y ——
AB=AB et AB -AC =10
IC—ZA
:E _""_'.I*L

& = Hi

Les cercles
s Me¥((hr) & OM=r & |tmMm—zn|=r
e Mc¥(Or) & OM =12 &

(xm —x0)* +(ym —ya)* =712

Reconnaitre une équation de cercle
Exemple :

& P4x4 P 4y—6=0

- (Hl):_} (,,t]f_;_a:u
& ( ) +(1

= 13
-3
13
% est de centre ﬂ( etderayon r = v

2

Soit ¢ d'équation ¥+ +x+y—6=0

;

Mlnr--~

r—;l|.—~

Triangle équilatéral

e ABC est équilatéral <

[z8 — za| = |zc — zA| = |zc —z8
e ABC équilatéral
_— T
< ABCisoctleen A et (AB,AC)=— +km

3




Probabilités et statistiques: probabilité conditionnelle et indépendance

Définition
() : I'univers, ensemble des 1 issues d'une expérience aléatoire.
A : événement, sous-ensemble de 1'univers ()
A : événement contraire, complémentaire de A dans (1

La loi de probabilité sur I'ensemble (1, est la fonction p a valeur
dans [0; 1] définie par les conditions suivantes :

e p(0)=1
s 5i A et Bincompatibles alors p(A UB) = p(A) + p(B)

\J

Propriétés
Soit ey, €3, ..., €y les 11 événements élémentaires de )
o pler) + plea) +
o pl@) =0

e Pour tout événements A et B, on a les relations :

ot pley) =1

p(A)=1—p(A) et p(AUB)=p(A)+p(B)—p(AriB)

Cas d’équiprobabilité

Si tous les événements élémentaires ont la méme probabilité de
se réaliser, ona:

»(A) = Card(A) _
PE=Eorale) —

nbre de cas favorables

nbre de cas possibles

Deux événements A et B d'un univers () sont
dits indépendants 8si :

= p(A) x p(B)
Autres formulations avec p(A) # Oet (B) #0

pa(B) =p(B) ou pg(A)=p(A)

p(AMB)

i : 5i A et B sont indépendants alors
A et B, A et B le sont également. (ROC)

Variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire discréte définie sur un uni-
vers [ avec:

X(Q)= {xlr Xoy.n. rxf[}
Loi de probabilité de X : onpose p; = p(X = x;)
X=xi | x1|Xa|... | %n|Lp
Pi P1| P2 | Pn 1

A
|

Les probabilités

discrétes

l

v

Paramétres d'une variable aléatoire
E(X) =L xipi
V(X) =L pa? -

7(X) = /V(X)

Cas particulier: 5i E{X) représente un gain moyen, le jeu
est équitable si E(X) = 0, favorable au joueur si E(X) >0
et défavorable au joueur si E(X) <0

e LEspérance:
o Variance:

E2(X)

o Fcart- type:

Probabilité conditionnelle
Soit A, un événement de probabilité non nulle.

p(ANB)

On pose : P (A)

palB) =
On lit « probabilité que B soit réalisé sachant que
A est réalisé ». On parle de probabilité condition-
nelle

A\ Bien interpréter les énoncés et a ne pas
confondre p(A N B)etps(B)...

Détecteur de condition : « parmi », « sachant
que», « On a B. Quelle est la probabilité de A »,
«S5i B, probabilité de A »

Culture - Formule de Bayes

Cette formule est aussi appelée « théordme de la probabilité des causes », car elle permet de renverser un conditionnement. On I'obtient en
remarquant que la probabilité d'une intersection A (1 B peut §'écrire s0it en conditionnant A par B, soit en conditionnant B par A :

p(ANB) = pp(A) x p(B) =

Comme par ailleurs

p(B) = p(BNA)+p(BnA)=p,

On obtient la formule : p(B) #0

Py(A) = pai(B)p(a)

pa(B) x p(A)

A(B) x p(A) +pz (B) x p(A)

pa(B)p(A) +pz(B)p(A)

Partition de 2

Soit Ay, Az, ..., Ap une partition de (), alors les événe-
ments A; sont deux a deux incompatibles et :

AqUA U---UA; =0
Probabilité totale : pour tout événement B on a

p(B) =p(A1NB)+ p(A N B) +---+ p(Ay N B)

Cas fréquent en terminale: partition A et A

=
i)
o

p(B) = p(ANB)+ p(AﬂB)
= p(A)pa(B) + p(A)pz(B

/\e

P(A) , A

=
C|
o

/y

A
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